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SPHERICAL CIRCL E-COVERINGS 
AND GEODESIC DOMES 

RECOUVREMENTS DE LA SPHERE 
PAR DES CERCLES 
ET DES DOMES GEODESIWES 

ABSTRACT 

This paper investigates how to construct “straight” and “skew” 
polyhedra inscribed into a sphere, bounded by pentagons and 
hexagons, with minimum numbers offacetypesand edge-lengths. 
It also examines how to construct geodesic domes by means of 
covering thesphere with equaland non-equal circles, respectively. 
The results are illustrated by polyhedron models of the spherical 
circle-coverings. 

There is an interesting possibility for the construction of a dome: 
to  compose the dome structure of circles or spherical caps as 
structural elements. 

In his modular dome structures, Spunt used a packing of equal 
circles on a part of the sphere [7], then, in a recent version of his 
structures, he packed the circles in two layers. These two layers of 
equal spherical cap panels with the equal connecting elements 
resulted in a covering system on a part of the sphere (Figure 1, 
taken over from [8]). 

Cet article constitue une recherche des methodes de construction 
de polyedres <( droits )) et (( gauches )) inscrits dans une sphere, 
born& par des pentagones et des hexagones, avec un nombre 
minimal de types defaces et de longueurs d’argtes. On y examine 
aussi la construction de ddmes geodesiques par voie de recouvre- 
ment de la sphere A I’aide de cercles egaux et inegaux, respective- 
ment. Des modeles polyedriques des recouvrements de la sphere 
par des cercles illustrent les r6sultats. 

II y a une possibilite interessante en ce qui concerne la contruction 
d’un ddme : la composition de la structure en dome en utilisant 
comme elements structuraux des cercles ou des calottes sphe- 
riques. 

Dans ses structures modulaires en ddme, Spunt a utilise une 
juxtaposition de cercles egaux sur une partie de la sphere [7]: 
ensuite, dans une version recente de ses structures, il a juxtapose 
les cercles en deux couches. Ces deux couches de panneaux de 
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Pavlovdeveloped a method of subdivision of the spherical surface, 
which he denoted by " n "  [6]. This method results in inscribed 
polyhedra of the sphere, bounded by plane pentagons and hexa- 
gons. The circumscribed circles of the faces of the polyhedron 
yielda thin (economical) covering of the sphere. In this way ascale 
dome can be constructed in which, however, the diameters of the 
circles are different (Figure 2, taken over from [6]). 

Studying Spunt'sand Pavlov's covering systems we can make two 
statements. First, Pavlov's subdivision has icosahedral rotational 
symmetry and also a plane of symmetry. In a proper "straight" 
triangular network topology this subdivision method produces a 
minimum number of hexagonal face types and edge-lengths. 
Second, in Spunt's covering system the circles are equal but the 
covering is not thin enough, on the other hand, in Pavlov's 
covering system the covering is thin but the circles are not equal. 

FIGURE 1 

L. Spunt's modular 
dome structure. A 
halfdome under 
construction. 

Structure modulaire 
en dBme de L. Spunt 
Un demi-dbme en 
construction. 

calottes spheriques egaux accompagnes d'elements de raccord 
egaux resultent en un systeme de recouvrement d'une partie de la 
sphere (figure 1, extraite de [S]). 

Pavlov a developpe une methode de subdivision de la surface 
spherique, qu'il nota ((I-I)) [6]. Cette methode resulte en des poly- 
edres inscrits dans la sphere, bornes par des pentagones et des 
hexagones plans. Les cercles circonscrits des faces du polyedre 
produisent un recouvrement fin (economique) de la sphere. De 
cette facon, on peut construire un dBme a I'echelle pour lequel, 
toutefois, les diametres des cercles different (figure 2, extraite de 
[GI) .  

En analysant les systemes de recouvrement de Spunt et de Pavlov, 
on peut formuler deux enonces. Premierement, la subdivision de 
Pavlov possede une symetrie de rotation icosaedrique ainsi qu'un 
plan de symetrie. Dans une topologie appropriee de reseau trian- 
gulaire (( droit )), cette methode de subdivision produit un nombre 
minimal de types de faces hexagonales et de longueurs d'aretes. 
Deuxiemement, dans le systeme de recouvrement de Spunt, les 
cercles sont egaux mais le recouvrement n'est pas assez fin. 



7 

With respect to these two statements two questions arise: 

1. Do there exist trivalent polyhedra inscribed into the sphere, in 
“skew” topology (having icosahedral rotational symmetry but 
not having a plane of symmetry), bounded by plane pentagons 
and hexagons with properties just as advantageous as or 
perhaps more advantageous than those obtained by Pavlov’s 
subdivision? 

2. Can the sphere be covered with equal circles in “straight” 
topology (having icosahedral rotational symmetry and having 
a plane of symmetry) used by Pavlov and in “skew” topology, 
respectively, so that the radius of the circles is a minimum? On 
the other hand, do there exist trivalent polyhedra inscribed into 
the sphere, in the above-mentioned “straight” and “skew” 
topologies, bounded by plane-pentagons and hexagons such 
that the circumradii of the face polygons are the same? 

“Straight” is referred to as Class I or Class II, and “skew” is referred 
to as Class Ill in [12]. 

FIGURE 2 

G.N. Pavlov’s scale 
dome structure. A 
model. 

Structure en dBme 
I’echelle de G.N. 
Pavlov. Un modele 

a 

D’autre part, le systeme de recouvrement de Pavlov presente un 
recouvrement fin, mais les cercles ne sont pas egaux. 

Ces deux enonces entrainent deux questions : 

1. Existe-t-il des polyedres trivalents inscrits dans la sphere, en 
topologie (( gauche )) (possedant une symetrie de rotation ico- 
saedrique mais n’ayant pas de plan de symetrie), bornes par 
des pentagones et des hexagones plans et ayant des proprietes 
aussi ou m i m e  plus avantageuses que celles obtenues a I’aide 
de la subdivision de Pavlov? 

2. Peut-on realiser un recouvrement de la sphere par des cercles 
egaux en topologie (( droite )) (possedant une symetrie de rota- 
tion icosaedrique ainsi qu’un plan de symetrie) utilisee par 
Pavlovet en topologie ((gauche )) respectivernent, de telle sorte 
que le rayon des cercles soit minimal? D’autre part, existe-t-il, 
dans les topologies (( droite )) et (( gauche )) d eja mentionnees, 
des polyedres trivalents inscrits dans la sphere, bornes par des 
pentagones et des hexagones plans, et de telle sorte que les 
rayons de circonscription des faces polygonales soient les 
mimes? 



The first question was partly answered by Pavlov himself, due to 
whom, in certain cases there exists a “skew” polyhedron whose 
number of face types is the same as that of a “straight” polyhedron 
butthe numberofallfacesofthe“skew” polyhedron isgreaterthan 
that of the “straight” one. 

The second question is, however, unanswered to our knowledge. 
This problem will mainly be investigated in the present paper. 

SKEW ICOSAHEDRAL TRIANGLE TESSELLA TIONS 
AND THEIR DUALS 

Consider the regular tessellation of symbol (3,5tI,,, introduced by 
Coxeter [2] (see also (121). This tessellation, which was discov- 
ered by Caspar and Klug [ l ] ,  consists of equilateral triangles, five 
or more than five (i.e. six) at each vertex, some slightly folded, 
such that they cover and fill the polyhedral surface of the regular 
icosahedron {3,5) ; the suffices b, c indicate that a vertex of the 
icosahedron can be arrived at from an adjacent one along the 
edges of the tessellation by b steps on the vertices in one 
direction, then c steps after a change in direction by 60”. A part 
of this tessellation is shown by the continuous lines in Figure 3a 
where the large equilateral triangle composed of dashed lines is a 
face of the icosahedron. 

By a rotation of each edge of the tessellation by 90” about its 
midpoint a regular tessellation of symbol (5t,3),,, is obtained 
which is the dual one of the tessellation t3,5+1,,,. This tessellation, 
which was discovered by Goldberg [5], consists of regular poly- 
gons having five or more than five (i.e. six) sides, three at each 
vertex. The meaning of the suffices b, c can be explained in a way 
similar to that used for the triangular tessellation but instead of 
vertices centres of polygons should be considered (Figure 3b). 

Le terme ((droit,) fait reference a la classe I ou la classe II, et 
(<gauche )) fait reference a la classe Ill dans [12]. 

Pavlov lui-m&ne rkpondait partiellement A la premiere question; 
selon Iui, dans certains cas, il existe un polyedre ((gauche )) dont 
le nombre de types defaces est Bgal A celui d’un polyedre <( droit )) 
mais le nombre total defacesdu polyedre ((gauche )) est superieur 
a celui du polyedre (( droit )). 

Toutefois, la seconde question demeure, a notre connaissance, 
sans reponse. Le present article s’attaquera principalement A ce 
probleme, 

TESSEUA TIONS TRIANGULAIRES ICOSAEDRIQUES GAUCHES 
ET LEURS DUALS 

Considerons la tessellation regulikre de symbole (3,5t1,,c intro- 
duite par Coxeter [2] (voir aussi [12]). Cette tessellation, decou- 
verte par Caspar et Klug [ l ] ,  est constituee de triangles Bquilate- 
raux, cinq ou plus de cinq (c.-a-d. six) a chaque sommet, certains 
lkgerement plies, de telle sorte qu’ils recouvrent et remplissent la 
surface polyedrique de I’icosaedre rkgulier (3,5); les suffixes b et 
c indiquent qu’un sommet de I’icosaedre peut &re atteint a partir 
d’un sommet adjacent, le long des aretes de la tessellation en b 
ktapes sur les sommets dans une direction, suivis de c pas apres 
un changement de direction de 60”. La figure 3a illustre a I’aide 
de traits continus une partie de cette tessellation ; le grand triangle 
equilateral form6 par les traits pointilles est une face de I’icosaedre. 

Une rotationde90°dechaquear&ede latessellationautourdeson 
point milieu permet d’obtenir une tessellation reguliere de sym- 
bole (5+,3),,, qui est le dual de la tessellation {3,5+1,,,. Cette 
tessellation, decouverte par Goldberg [5], est constituee de poly- 
gones rhguliers possedant cinq ou plus de cinq (c.4-d. six) cotks, 
trois a chaque sommet. La signification des suffixes b et c peut 
s’expliquer d’une faQon similaire a celle utilisee pour la tessellation 
triangulaire, mais au lieu des sommets, on devra considerer les 
centres des polygones (figure 3b). 



The pair of integers b, c generating the tessellation determine the 
triangulation number T: 

La paire d’entiers b et c, engendrant la tessellation, determine 1, 
le nombre de la triangulation : 

T = b2 t bc t C* T = b2 t bc t C* 

En realisant un agrandissement de la tessellation triangulaire et de 
son dual, on obtient, respectivement, un polyedre triangle sphe- 
rique et un polyedre spherique trivalent. On peut exprimer a I’aide 
de T le nombre d’argtes, de faces et de somrnets du polyedre 
triangle : 

By “blowing up” the triangle tessellation and its dual we obtain a 
spherical triangle polyhedron and aspherical trivalent polyhedron, 
respectively. The numbers of edges, faces and vertices of the 
triangle polyhedron can be expressed by T as follows: 

E = 30T, F = 20T, V = 10T t 2 ,  E = 30T, F = 20T, V = 10T t 2 ,  
and also the numbers of edges, faces and vertices of the dual 
trivalent polyhedron: ainsi que le nombre d’argtes, defaces et de som mets du polyedre 

trivalent dual : 
e = 30T, f = 10T t 2, v = 20T e = 30T, f = 10T t 2, v = 20T 
where the number of pentagons is 12 and the number of hexagons 
i s l o ( T - i ) .  00 lenombredepentagonesestegala 12etlenornbred’hexagones 

est de lO(T -  1). 

This type of triangular tessellation and its dual gives the topologi- 
cal base for our investigations. 

Ce type de tessellation triangulaire et son dual fournissent la base 
topologique de nos recherches. 

FIGURE 3 

The meaning of the 
Coxeter symbols. 
3a. The triangular 
tessellation I3,5tlb,, 
of Caspar and Klug, 
3b. its dual: the 
trivalent tessellation 
{5+,31, of Goldberg. 

La signification des 
symboles de Coxeter. 
3a. La tessellation 
triangulaire (3,5+),,, 
de Caspar et Klug, 
3b. son dual : la 
tessellation trivalente 
(5+,3t,,, de Goldberg. 

b . . .  0 1  2 , 
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THIN COVERING OF THE SPHERE WITH CIRCLES 

The problem of thinnest covering of a sphere with circles (or 
spherical caps) is one of the well-known problems of discrete 
geometry [3]. The classical problem concerns equal circles: How 
must the covering of a sphere be formed by n equal circles so that 
the angular radius of the circles will be as small as possible? The 
solution of this problem is known only for some values of n ( n  = 
2,3,4,5,6,7,10,12,14) and for some values of n there are only 
conjectures (n= 8,9,16,20,32); but recently new coverings have 
beenconstructedforn=l l  [11],n=13[9]andn=15,16,17,18, 
19, 20, 22, 26, 38, 42, 50 [ l o ] .  

To a covering system of the circles a graph is associated. The 
graph is a bipartite graph. It contains two kinds of vertices. The 
vertices of the first kind are the centres of the spherical circles and 
the vertices of the second kind are the points of the perimeters of 
the circles in which the spherical point is only just covered. (In the 
figures, the vertices of the first kind will be marked by small circles 
but the vertices of the second kind will not have any special mark.) 
The edges of the graph are the shorter great circle arcs joining the 
centres and the perimetric points of the circles just covered. In the 
case of equal circles all the edges of the graph are of equal length. 

The density of covering is defined as the ratio of the total area of 
the surface of the spherical caps to the surface area of the sphere. 
In the case of equal circles the density can be expressed simply: 

n 
2 D=-(1 -cosr )  

where r denotes the angular (spherical) radius of the circles. A 
lower bound for the minimum density of covering of the sphere 
with n equal circles can be given by Fejes Toth’s formula [3]: 

1 Dc’T(’-a -cot - - 

RECOUVREMENT FIN DE LA SPHERE A L’AIDE DE CERCLES 

Le probleme du recouvrement le plus fin possible de la sphere par 
des cercles (ou des calottes spheriques) est I’un des problemes 
bien connus de la geometrie discrete [3]. Le probleme classique 
s’interesse aux cercles Bgaux : Comment peut-on realiser le 
recouvrement d’une sphere par n cercles egaux de telle sorte que 
le rayon angulaire des cercles soit aussi petit que possible? On ne 
connait la solution de ce probleme que pour certaines valeurs de 
n(n=2,3,4,5,6,7,10,12,14) ; pourquelquesautresvaleursde 
n, il n’existe que des conjectures ( n =  8, 9, 16, 20, 32). Mais 
recemment, de nouveaux recouvrements ont ete construits pour 
n = 11 [ l l ] ,  n = 13 [9] et n = 15,16,17,18,19,20,22,26,38,42, 
50 [ l o ] .  

A un systeme de recouvrement de cercles,on associe un graphe. 
Le graphe est biparti. II contient deux types de sommets. Les 
sommets du premier type sont les centres des cercles spheriques 
et les sommets du second type sont les points des circonferences 
des cercles dans lesquels le point spherique est tout juste recou- 
vert. (Dans les figures, les sommets du premier type seront 
identifies par de petits cercles, mais les sommets du second type 
n’auront aucune marque speciale.) Les aretes du graphe sont les 
pus petits arcs de grand cercle joignant les centres et les points 
perimetriques tout juste recouverts des cercles. Dans le cas de 
cercles egaux, toutes les arttes du graphe sont d’egales longueur. 

La densite de recouvrement est definie comme le rapport de I’aire 
totale de la surface des calottes spheriques a I’aire de la surface de 
la sphere. Dans le cas de cercles egaux, la densite s’exprime 
simplement de la facon suivante : 

n 
2 D=-(1 -cosr )  

ou r designe le rayon angulaire (spherique) des cercles. A la 
densite minimale de recouvrement de la sphere par n cercles 
egaux, on peut donner une limite inferieure par la formule de Fejes 
Toth [3] : 



11 

FIGURE 4 

The first term of 
Pavlov's sequence of 
subdivision in {3,5+\,,, 

4a. The graph of 
covering the sphere 
with two kinds of 
circles, 
4b. the corresponding 
polyhedron with 
a, = 0.4035482, 
a2 = 0.3432786. 

(b.1). 

FIGURE 5 

Covering the sphere 
with 32 equal circles 
in I3,5+),,, . 
5a. The graph of the 
covering, 
5b. the corresponding 
polyhedron with 
a, = 0.3857527, 
a2 = 0.4534795, 
a3 = 0.3137996. 

Le premier terme de 
la suite de subdivision 
dans 13,5+1, , de 
Pavlov (b=l) .  
4a. Le graphe du 
recouvrernent de la 
sphere par deux types 
de cercles, 
4b. le polyedre 
correspondant avec 
a, = 0,4035482, 
a2 = 0,3432786. 

Recouvrement de la 
sphere par 32 cercles 
Bgaux dans (3,5+1,,, . 
5a. Le graphe du 
recouvrement, 
5b. le polyedre 
correspondant avec 
a, = 0,3857527, 
a, = 0,4534795, 
a3= 0,3137996. 

2 
r 

? 1 



We investigated circle-coverings of the sphere in the {3,5tl,,c 
system for the b,c pairs 1 , l ;  2, l ;  2,2; 3,l for which T = 3, 7, 12, 
13 and so n = V =32,72,122,132. We looked for coverings with 
circles of different radii by which minimum numbers of face types 
and edge lengths of the corresponding polyhedra can be obtained, 
and coverings with equal circles. The results are compiled in 
Tables 1 and 2 and illustrated in Figures 4-11. In the figures, the 
large equilateral triangle composed of dashed lines isalwaysaface 
of the icosahedron. In the (b) parts of Figures 4-11 the sides and 
circumradii ai of the polygons are briefly denoted by their sub- 
scripts i ( i  = 1, 2, . . .). 

TABLE 1 TABLEAU 1 

Data of covering the 
sphere with different 
kinds of circles. 

Donnkes de recouvre- 
rnents de la sphere 
par differents types de 
cercles. 

TABLE 2 TABLEAU 2 

Data of covering the Donnkes de recouvre- 
sphere with n equal rnents de la sphere 
circles. par n cercles egaux. 

On a etudie les recouvrements par cercles de la sphere dans le 
systeme {3,5+},, pour les paires b,c 1 , l ;  2 , l ;  2,2; 3,l pour lesquels 
T = 3 ,7 ,12 ,13 ,  et donc n=  S 32,72,122, 132. On a recherche 
les recouvrements de cercles de differents rayons qui permettrait 
d'obtenir les nombres rninirnauxdetypesdefacesetde longueurs 
d'arbtes, ainsi que les recouvrements constitues de cercles egaux. 
Les resultatssontcompilesdans lestableauxl et2et illustresaux 
figures4A11. Dans lesfigures, legrand triangleBquilateralforrne 
par les traits pointilles est toujours une face de I'icosakdre. Dans 
Iesparties(b)desfigures4all ,  lescdteset lesrayonsdecircons- 
cription a, des polygones sont designes brievement par leurs 
indices i ( i = 1, 2, . . .). 

n Tessellation Graph Number 01 circles Radii Density 
Graphe Nombre de cercles Rayons Densit6 

32 (3,5+1, , Figure 4a 20 r, = 23" 48' 00.6 1.2150142 
12 r, = 20" 04' 36.3" 

72 (3,5+),, Figure 6a 60 r, = 15" 32' 01.9" 1.21 10252 
12 r,=1l014'43.6 

~~ 

122 I3,5+1,, Figure 8a 50 r, = 12" 01'32.0" 1.2100964 
60 r, = 11" 27' 53.2" 
12 r, = 8" 18 07.6 

60 r, = 11" 32'36.8" 1.2110629 
60 r, = 11" 02'26.1" 

r,= 7" 19'39.6 12 

132 I3,5+1,,, Figure 10a 

n Tessellatlon Graph Radius r Denslty D Lower bound Dt 
Graphe Rayon r Densite D Borne inferleure Up 

32 13,5+1,,, Figure 5a  22" 41' 25.7" 1.2383648 1.2167427 

1.2124227 Figure 7a 15" 0 8  40.3 1.2502848 72 l3,5+1,, 

122 13,5+1,,, Figure 9a 11" 41'08.3" 1.2643095 1.2110776 

132 13,5+),,, Figure lla 11" 14'43.1" 1.2671164 1.2109331 
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FIGURE 6 

Spherical tessellation 
consisting of replicas 
of a pentagon and one 
type of hexagons, 
derived from l3,5+),,, 
6a. The graph of 
covering the sphere 
with two kinds of 
circles, 
6b. the corresponding 
polyhedron with 
a, = 0.2678079, 
a2 = 0.1950124, 
a3 = 0.2753149, 
a4 = 0.2292508. 

FIGURE 7 

Tessellation sphhrique 
constituee de repliques 
d'un pentagones et 
d'un type d'hexagones, 
dhrivee de l3,5+), , 
6a. Le graphe du 
recouvrement de la 
sphere par deux sortes 
de cercles, 
6b. le polykdre 
correspondant avec 
a, = 0,2678079, 
a2 = 0,1950124, 
a3 = 0,2753149, 
a4 = 0,2292508. 

Covering the sphere 
with 72 equal circles 
in {3,5+1, , 
7a. The graph of the 
covering, 
7b. the corresponding 
polyhedron with 
a, = 0.2612548, 
a2 = 0.2682099, 
a3 = 0.1836079, 
a4 = 0.3433837, 
a, = 0.3071234. 

Recouvrement de la 
sphere par 72 cercles 
egaux dans {3,5tI2 , 
7a. Le graphe du 
recouvrement, 
7b. le polyedre 
correspondant avec 
a, = 0,2612548, 
a2 = 0,2682099, 
a3 = 0,1836079, 
a4 = 0,3433837, 
a, = 0,3071234. 



FIGURE 8 

The second term of 
Pavlov's sequence of 
subdivision in {3,5+1, 

8a. The graph of 
covering the sphere 
with three kinds of 
circles, 
8b. the corresponding 
polyhedron with 
a, = 0.2083479, 
a2 = 0.1987657, 
a, 0.1443928, 
a4 0.1984624, 
a, = 0.1697440. 

(b.2). 

FIGURE 9 

Le second terme de la 
suite de subdivision 
dans (3,5t lb de 
Pavlov (b.2). 
8a. Le graphe du 
recouvrement de la 
sphere par trois types 
de cercles, 
8b. le polyedre 
correspondant avec 
a, = 0,2083479, 
a2 = 0,1987657, 
a3 0,1443928, 
a4 = 0,1984624, 
a, = 0,1697440. 

Covering the sphere 
with 122 equal circles 
in (3,5t),,, 
9a. The graph of the 
covering, 
9b. the corresponding 
polyhedron -wi th 
modification at the 
vertices of the 
icosahedron -wi th 
a, = 0.2025418, 
a2 0.1557419, 
a3 0.2213397, 
a4 = 0.1831432, 
a, = 0.2120194, 
a, 0.1929425, 
a, 0.1830856. 

Recouvrement de la 
sphere par 122 cercles 
bgaux dans {3,5+1, 
9a. Le graphe du 
recouvrement, 
9b. le polyedre corres- 
pondant - contenant 
des modifications aux 
sommets de I'icosa- 
edre - avec 
a, = 0,2025418, 
a2 = 0,1557419, 
a3 = 0,2213397, 
a4 = 0,1831432, 
a, = 0,2120194, 
a, = 0,1929425, 
a, = 0,1830856. 

..b 



15 

FIGURE 1 0  

Spherical tessellation 
consisting of replicas 
of a pentagon and two 
types of hexagons, 
derived from {3,5+1,,, 
1Oa. The graph of 
covering the sphere 
with three kinds of 
circles, 
10b. the correspond- 
ing polyhedron with 
a, = 0.2001 131, 
a2 = 0.1915041, 
a3 = 0.1 275435, 
a, = 0.2031876, 
a, = 0.1 9391 68, 
a, = 0.1499364. 

Tessellation spherique 
constitube de rbpliques 
d'un pentagones et de 
deux types d'hexagones, 
dbrivee de {3,5+),,, 
10a. Le graphe du 
recouvrement de la 
sphere par trois sortes 
de cercles, 
l o b .  le polyedre 
correspondant avec 
a, = 0,2001 131, 
a, = 0,1915041, 
a3 = 0,1275435, 
a, = 0,2031876, 
a, = 0,1939168, 
a, = 0,1499364. 

FIGURE 11  

Covering the sphere 
with 132 equal circles 
in (3,5tI,,, 
l l a .  The graph of the 
covering, 
l i b .  the correspond- 
ing polyhedron with 
a, = 0.1 950099, 
a, = 0.1978519, 
a3 = 0.2138250, 
a, = 0.0932338, 
a, = 0.2721 083, 
a, = 0.1813918, 
a, = 0.1 295396, 
a, = 0.2292479. 

Recouvrement de la 
sphere par 132 cercles 
egaux dans {3,5+},,, 
l l a .  Le graphe du 
recouvrement, 
l l b .  le polyedre 
correspondant avec 
a, = 0,1950099, 
a, = 0,1978519, 
a3 = 0,2138250, 
a, = 0,0932338, 
a, = 0,2721083, 
as = 0,1813918, 
a, = 0,1295396, 
a, = 0,2292479. 

(b) 

I5+ 

L L 6 

-r 
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POLYHEDRON MODELS 
FOR SPHERICAL CIRCLE-COVERINGS 

MODELES POL YEDRIOUES 
POUR LES RECOUVREMENTS PAR CERCLES DE LA SPHERE 

Consider a system of circles o n  the  surface of a sphere. The 
Dir ichlet cell of a fixed circle is defined so  that  the Dir ichlet cell 
cons is ts  of those points  whose  power  w i th  respect t o  the f ixed 
circle is less than the power w i th  respect to any other circles. (The 
Dir ichlet cell is the central project ion of a face of the convex 
polyhedron determined by the planes of the circles onto the 
surface of the sphere [4 ] . )  

On considere u n  systeme de cercles su r  la surface d'une sphere. 
La cellule de Dir ichlet d 'un  cercle donne est definie de telle sorte 
qu'el le soit  consti tuee des points  don t  la puissance par rappor t  au 
cerc ledonneest  inferieurea leur puissance pa r rappor ta tou tau t re  
cercle. (La  cellule de Dir ichlet est la pro ject ion centrale sur  la 
surface de la sphere d'une face du polyedre convexe determinee 
par  les plans des cercles [4].) 

When the  vertices of each Dir ichlet cell o f  a system o f  circles 
covering the sphere are coplanar the circle-system can be repre- 
sented by a po lyhedron determined by the vertices of the Dir ichlet 
cells The spherical circles (spherical caps) should be replaced by 
Euclidean circles (circular discs) This s imple observation enables 
us to const ruct  po lyhedron models  to illustrate spherical circle- 
coverings In th is  way w e  can produce models  fo r  instance fo r  
regular coverings of the sphere with equal circles wh ich  can be 
seen in Figures 12 and 13 where the coverings w i th  4, 6 and 12 
circles are just the so lut ions of the problem of the thinnest 

Lorsque les sommets  de chaque cellule de Dir ichlet d'un systeme 
de cercles recouvrant la sphere sont  coplanaires, le systeme de 
cercles peut i t r e  represent6 par  un polyedre determine par les 
sommets  des cellules de Dir ichlet.  Les cercles spheriques (ca- 
lottes spheriques) doivent i t r e  remplaces par  des cercles eucl i-  
diens (disques circulaires). Cette s imple observation nous donne 
la possibi l i te de construire des modeles polyedriques pour  i l lus- 
t rer  les recouvrements de la sphere pa rdes  cercles. De cettefaCon, 
on peut realiser des modeles,  par  exemple, pou r  des recouvre- 
men ts  regul iers de la sphere avec des cercles egaux, c o m m e  o n  

FIGURE 12 FIGURE 13 

Covering the sphere 
vdith 4 8 6 equal 
circles i n  regular 
arrangement disposition regul iere 
' 1 1 1  

Recouvrement de la 
sphere p a r 4  8 6 
cerc les  egaux en 

Covering the sphere Recouvrement de la 
with 12 and 20 equal sphere p a r  12  et 20 
c i rc les  in regular cercles egaux en 
arrangement disposition reguliere 
' 1 1 1 '  
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spherical circle-covering ment ioned in  the preceding section. A n d  
in  th is  way  w e  can produce models  fo r  all of the coverings w e  
investigated in th is  paper. Figures 12-19 are some examples of 
mode ls  made by the second author .  

The models  in  Figures 12  and 13 are derived f r o m  the five regular 
so l ids These along wi th  the mode ls  in  Figures 14 and 15 can be 
made b y  us ing circular discs upon  wh ich  inscribed polygons are 
d rawn  tr iangles, squares pentagonsor  hexagons Numerical data 
fo r  Figures 14 and 15 can be found  w i th  Figures 4 and 5 A cut  is  
made  half way along each cho rd  T w o  adjacent discs can then be 
joined by insert ing the cut  f r o m  one disc in to  the cut  f r o m  another 
Thus  the entire po lyhedron can be assembled wi thout  glue 

The models  in Figures 16, 18 and 19 can be made by us ing the 
appropriate po lygons d rawn  f r o m  numerical data given w i t h  
Figures 7 ,  10  and 11 One polygon of each type is used as a 
template to mul t ip ly  parts Each part is then t r i m m e d  leaving tabs 
a long edges fo r  g lu ing one part to another I t  is  impor tant  to m a r k  
these tabs w i th  identi fying numerals  1 ,  2, 3 etc wh ich  are the 

FIGURE 14 

Covering the sphere 
with 32 non-equal 
circles according to 
Figure 4 figure 4 
'III' 

Recouvrement de la 
sphere par 32 cerc les  
inegaux selon l a  

peut le vo i r  aux figures 12 et 13 ou les recouvrements a l 'aide de 
4. 6 et 12 cercles sont  justement  les solutions au p rob lem? 
mentionne a la section precedente d u  recouv remen t  l e  p lus fir1 
possible de la sphere par des cercles . On peut a u s s i ,  de la rnirrns 
faqon. realiser des modeles pour  tous les recou vrements etudies 
danscetar t ic le .  L e s f i g u r e s l P a  19 presententquelquesexemples 
de modeles const ru i ts  par le  deuxieme auteur. 

Les modeles des figures 12 et 13 proviennent des c inq sol ides 
reguliers. IIs peuvent. ainsi que les modeles des figures 14 et  15. 
We realises en ut i l isant des dtsques ctrculaires sur  lesquels or 
aura tra$e des polygones inscri ts : tr iangles, ca rres. pentagones 
o u  hexagones. On peut t rouver  dans les figures 4 et 5 les donnees 
numeriques pour  les figures 14 et 15.  On effectue une incision de 
demi- longueur  le l ong  de chaque corde.  On peut a l o r s  joindre deux 
disquesadjacents en inserant I ' incision d 'un  disq ue dans I ' incision 
d ' u n  autre. Le polyedre peut ainsi &re entiereme nt assemble sans 
colle. 

FIGURE 15 

Covering the sphere 
w!h 32 equal c i rc les  
according to Figure 5 

' 1 1 1 '  

R e c o w e r r e n t  de  la 
sphere par 32 cercles 
egaux seion la figure 5 

FIGURE 16 

Covering the sphere 
witt 72 e q L a i  C l f C l e j  

according to Figure 7 

'111. 

Recouvrement  de la 
sphere pa' 72 c e r c l e s  
egadx  seion l a  figure 7 
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subscripts I of the a variable Then the tab marked 3 for  example 
f r o m  one part can only be glued to a tab marked 3 f r o m  another 
part and so on  Circular arcs of appropriate radius can be drawn 
o n  the parts before the g lu ing is done These arcs then become 
parts of the intersecting circles o n  the surface of the polyhedron 
These circles give the appearance of being the same as circular 
discs although str ict ly speaking they are no t  the same Figure 1 8  
has pentagrams and hexagrams in place of circles 

The model  in Figure 17 can be made b y  assembl ing 10 truncated 
tr iangular pyramids open o n  the inside for  one pentagram part 
and  12 such pyramids fo r  one hexagram part us ing the numerical 
data given by Pavlov [6] taking in to  account  the side bisections 
required here These parts are held together by hexagonal bands 
wh ich  are truncated hexagonal pyramids open o n  both sides The 
slanted sides of all these Darts mus t  be careful ly identi f ied by 

~ ~~ 

FIGURE 17 

A complete geodesic 
dome composed of 
pentagrams and 
hexagrams deriilec 
by side bisection from 
Pavlov s subdivision 
for 122 circles 
according to Figure 8 
' 1 1 1 '  

Un dBme geodesique 
corrp ie t  compose de 
pentagrammes et 
o'hexagrammes. derive 
3ar bissection de c6te 
de la subdiwsion de 
Pavlov pour 122 cercles 
selon la f igure 8 

FIGURE 18 

Polyhedron (with 
pentagrams and 
hexagrams1 which 
corresponds t o  the 
cover ing of the sphere  
iw!h 132 non-equal 
circles according to  
Figure 10 
'l(1 '  

Les modeles des figures 16, 1 8  et 19 peuvent Gtre realises en 
ut i l isant les po lygones appropries traces a part ir  des donnees 
numer iques issues des figures 7 , l O  et 1 1 .  On utilise u n  polygone 
de chaque type en guise de patron afin de mul t ip l ier  les parties. 
Chaque partie est alors taillee en laissant des languettes le long des 
arGtes pour  pouvoi r  col ler les parties les unes sur les autres. II est 
impor tant  d' identi f ier ces languettes a I'aide de numeros  : 1, 2, 3. 
etc. .  qu i  sont les indices i des variables a .  Ainsi,  la  languette 
marquee d u  numero  3 ,  par exemple. su r  une part ie. ne pourra &re 
collee que sur une languette marquee 3 d 'une autre part ie. et ainsi 
de suite. Avant d'effectuer le collage, o n  peut tracer su r  les parties 
des arcs circulaires de rayon approprie. Ces arcs deviennent alors 
parties des cercles d' intersection su r  la surface d u  polyedre. Ces 
cercles semblent  Gtre identiques a des disques circulaires; toute- 
fo is .  str ictement parlant. ce n 'en son t  pas.  La figure 1 8  presente 
des pentagrammes et des hexagrammes au lieu de cercles. 

Polyedre (avec 
pentagramrnes e: 
hexag rarnmes i 
correspondant au 
recouvrement de la 
sphere par 132 
cercles inegaux 
selon la f igure 10 

FIGURE 19 

Covering the sphere 
u t h  132 equal c i rc les  
accord ng t o  Figure 11 

Recouvrement de la 
sphere par 132 
cerc ies  egaux seion la 
f igure 11 
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numerals, so the gluing can be done without confusion in the 
orientation of the parts. A model like this takes over 100 hours of 
work to complete, but when done in color it is breathtakingly 
beautiful. 

1. The “skew” polyhedra in Figure 6b and Figure 10b have as 
many face types as the “straight” polyhedra in Figure 4b and 
Figure Eb, respectively, but the number of all faces of the 
“skew” polyhedra isgreaterthan that of the “straight” ones, and 
the size of faces of the “skew” polyhedra is less than that of the 
“straight” ones. Thus, from these points of view, in the cases 
considered, the “skew” polyhedra are more advantageous than 
the “straight” polyhedra. 

II est possible de realiser le modele de la figure 1 7  en assemblant 
10 pyramides triangulaires tronquees ouvertes sur I’interieur pour 
une partie pentagrammique, et 12 pyramides comme celles-la 
pour une partie hexagrammique, en utilisant les donnees nume- 
riques de Pavlov [6], et en tenant compte des bissections de c6te 
necessaires ici. Ces parties sont tenues ensemble par des bandes 
hexagonales qui sont des pyramides hexagonales tronquees 
ouvertes sur les deux c6tBs. Les c6tes obliques de toutes ces 
parties doivent etre soigneusement identifies par des numeros, de 
telle sorte que le collage puisse se faire sans confusion sur 
I’orientation des parties. La realisation d’un modele comme celui- 
ci demande plus de 100 heures de travail mais, Iwsqu’il est realise 
en couleurs, il est beau a vous couper le souffle. 

2. The {5+,3},,, polyhedron in Figures 10b and 18 seems to be 
similar to or perhaps the same as the polyhedron designed by 
Pavlov and set up as a statue in the town Gagarin some years 
ago. 

3. In the case of covering the sphere with 122 equal circles in 
system I3,5+1,,, , the graph has isolated points at the vertices 
of the icosahedron. (The circles are not fixed by the others.) 
From this fact it follows that, in system 15+,31,,, , the sphere has 
no inscribed trivalent polyhedron bounded by plane pentagons 
and hexagons of the same circumradius. 

4. In all the four investigated cases, it can be ascertained that 
covering the sphere with n circles of different radii is more 
economical (thinner) than covering with n equal circles. 

5. It is known [3] that a covering of the plane with circles of 
different radii cannot have a density less than the density of the 
thinnest covering of the plane with equal circles if, for any pair 
i , j  , C,/C,s 1.56, where C ,  and Cj denote the areas of the ith 
and jth types of circles in the covering system, respectively. 
However, it seems that in analogous theorems for spherical 
circle-coverings this bound has to be smaller, since in the case 

1. Les polyedres ((gauches)) des figures 6b e t  10b possedent 
autant de types defaces que les polyedres (( droits )) des figures 
4b et 8b, respectivement, mais le nombre total des faces des 
polyedres .gauches. est superieur a celui des polyedres 
(( droits )’, et la dimension des faces des polyedres (( gauches )) 
est inferieure a celle des polyedres (( droits )). Ainsi, de ces 
pointsdevue, dans lescasconsideres, les polyedres ((gauches)) 
sont plus avantageux que les (( droits )). 

2. Le polyedre {5+,31,,, presente dans les figures 10b et 18 
semble etre similaire ou meme identique au polyedre conGu par 
Pavlov et Brig6 en statue dans la municipalit6 de Gagarin voila 
quelques annBes. 

3. Dans le cas du recouvrement de la sphere par1 22 cercles egaux 
dans le systeme {3,5+1,,, , le graphe presente des points isoles 
aux sommets de I’icosaedre. (Les cercles ne sont pas fixes par 
les autres.) II s’ensuit que, dans le systeme {5+,31,,, , la sphere 
ne possede pas de polyedre trivalent inscrit borne par des 
pentagones et des hexagones plans de meme rayon de circons- 
cription. 



of a covering of the sphere with 32 circles of two different radii 
the quotient of surface areas of the different spherical caps is 
C,/C, = 1.40 and the density is less than Fejes T6th’s lower 
bound for 32 equal circles. 

4. Dans chacun des quatre cas Btudies, on peut verifier que le 
recouvrement de la sphere par n cercles de differents rayons 
est plus economique (plus fin) qu’un recouvrement par n 
cercles Bgaux. 

6. Replacement of the spherical circles with plane circles - in all 
the cases investigated apart from the case of 122 equal circles 
-results in polyhedra inscribed into the sphere, whose models 
are suitable for illustrating the spherical circle-coverings; by 
inscribing of pentagrams and hexagrams in the pentagon and 
hexagon faces of these polyhedra we obtain new attractive 
patterns for geodesic domes. 

5. II est connu [3] qu’un recouvrement du plan par des cercles de 
differents rayons ne peut pas presenter une densite inferieure 
a la densite du recouvrement le plus fin du plan par des cercles 
egaux si, pour toute paire i, j, C, /C,  5156, ou C, et C, designent 
les aires des i-ieme et j-ieme types de cercles dans le systeme 
de recouvrement, respectivement. I1 semble toutefois que, 
dans des thkoremes analogues concernant les recouvrements 
de la sphere par des cercles, cette borne doit &re plus petite 
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surfaces des deux differentes calottes spheriques est C,/C, = 
1,40, et la densite est inferieure a la borne inferieure de Fejes 
Tbth pour 32 cercles egaux. 

6. Le remplacement des cercles spheriques par des cercles plans 
- dans tous les cas etudies sauf celui des 122 cercles egaux - 
resulte en des polyedres inscrits dans la sphere, dont les 
modeles conviennent pour illustrer les recouvrements de la 
sphere par des cercles. En inscrivant des pentagrammes et des 
hexagrammes dans les faces pentagonales et hexagonales de 
ces polyedres, on obtient de nouveaux modeles interessants 
pour des dames geodesiques. 
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